Szokefalvi-Nagy Gyula Matematika Emlékverseny LIX. esztend6

2022-2023. tanév

1. fordulo
Megoldasok

9. évfolyam

1. Ha 10 tytk 6 nap alatt 24 kg buzat eszik meg, s 15 tytk 8 nap alatt 90 tojast tojik, akkor

hany dkg buza kell 1 tojashoz?

Megoldas

10 tytk 6 nap alatt
1 tyuk 6 nap alatt
1 tyuk 1 nap alatt
15 tyak 8 nap alatt
1 tyuk 8 nap alatt
1 tyuk 1 nap alatt

24 kg buzat,

2,4 kg buzat,

0,4 kg buzat eszik meg.
90 tojast,

6 tojast

= tojast tojik.

fgy 0,4 kg buza kell Z tojashoz, vagyis egy tojashoz kb. % kg =~ 0,53kg = 53 dkg butiza kell.
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2. Héanyszorosaaz 1+2+3+...+2022 §sszega-1+2-3+4-5+6-... +2022 6sszegnek?

Megoldas

Az els6 esetben szadmparokat képziink (1 + 2022, 2 + 2021, 3 + 2020, stb.) melyek értéke

minden esetben 2023. Mivel 1011 szampar van, ezért az els6 0sszeg értéke 2023-1011.

A masodik esetben két-két egymas koveto tagot dsszeadva az dsszegek (-1 + 2; -3 + 4, sth.)

értéke minden esetben 1 lesz. Mivel 1011 ilyen par van, ezért a masodik 6sszeg értéke 1011,

vagyis az els6 0sszeg 2023-szorosa a masodiknak.

3. Keressiik meg az 6sszes olyan abcd alaku tizes szamrendszerbeli négyjegyll természetes

szamot, amely szamjegyeire igaz, hogy

a’?+b*>=10c+ 4d + 24 ésc? + d? = 4a + 18b — 137



Megoldas

Adjuk 6ssze a két egyenletet, igy azt kapjuk, hogy
a*+b*+ c*+d?* =4a+18b + 10c + 4d — 113
0-ra redukalva, majd teljes négyzeteket kialakitva kapjuk, hogy
(a—22+bh—-92%+(c-52*+({d-2)?*=1

A fenti négy szam négyzetének 6sszege pontosan akkor 1, ha 3 értéke 0, s egy értéke 1 vagy -

1, igy a lehetdségeket tablazatba foglalva az alabbiakat kapjuk:

a—2 b-9 c-5 d-2 a b C d
1 0 0 0 3 9 5 2
-1 0 0 0 1 9 5 2
0 1 0 0 2 10 5 2
0 -1 0 0 2 8 5 2
0 0 1 0 2 9 6 2
0 0 -1 0 2 9 4 2
0 0 0 1 2 9 5 3
0 0 0 -1 2 9 5 1

Mivel a, b, ¢ és d szadmjegyeket jelodl, igy értékiik nem lehet 10. A kapott szamok (3952, 1952,
2852, 2962, 2942, 2953, 2951) koziil egyediil az 1952 felel meg a feladat feltételeinek.

4. Mennyiaz a* + b* kifejezés minimuma és maximuma, ha az a és b valos szamokra teljesiil,
hogy a? + b? = 8. Milyen a és b értékek mellett veszi fol a kifejezés minimumat illetve
maximumat?

Megoldas

A feltételbdl b? = 8 — a2, amit a kifejezésbe helyettesitiink. Igy a kovetkez6t kapjuk:

a*+b* =a*+ (8 —a?)? = 2a* —16a* + 64 = 2[a* — 8a? + 32] = 2(a? — 4)* + 32 >

32. Tehat a kifejezés minimuma 32.



Az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a®? — 4 = 0,azaz a = 2 vagy a = —2. Mindkét
lehetséges a értékhez tartozo b értéke 2 vagy -2, vagyis a kifejezés a (2; 2), (2; -2), (-2; 2), (-2;

-2) (a; b) rendezett szamparok esetén veszi 6l minimumat.

a* + b* = (a® + b?)? — 2a?b? = 64 — 2a%b? < 64. Tehat a kifejezés maximuma 64.

Az egyenl8ség pontosan akkor teljesiil, ha 2a?b? = 2a?(8 — a?) = 0,azazhaa=0, vagy a =
V8, vagy a = —/8. Ezen a értékekhez rendre a kovetkezé b értékek tartoznak: ++/8, 0 és 0,
vagyis a kifejezés a (0; \/§), (0; —\/§), (\/§, 0), (—\/§; 0) (a; b) rendezett szamparok esetén

veszi {0l maximumat.

5. Egy ABC hiaromszog magassagaira teljesiil, hogy kettd-kettd 6sszegének ardnya 27 : 32 :

35. Hogyan aranylanak egymashoz a haromszog oldalai?

Megoldas

Legyen a haromszog a, b és ¢ oldalahoz tartozé magassag rendre ma, mp és me. EKkor
(Ma+mp) : (Mp+me) : (Mc+my) =27:32: 35.
Legyen ma + mp = 27X; mp + me = 32X; m¢ + ma = 35X.

E harom egyenlet 6sszegét 2-vel osztva kapjuk, hogy ma + mp + me = 47x, ahonnan
ma = 15X, mp = 12X, m¢ = 20X.

Mivel a haromszdg teriilete egy oldal és az oldalhoz tartoz6 magassag szorzatanak fele,

a'15x _ b-12x _ c-20x

ezért = :
2 2 2
a 12 48 b 20 60
Innen—-=—=—-=—=—,
b 15 60 ¢ 12 36

vagyis a harom oldal ardnya a: b: ¢ = 48:60:36 = 4:5: 3.

6. Mely valos szamok halmazan értelmezett elséfoku f fiiggvényre igaz, hogy
5f(x)+f(2—x)=12x+367

1. Megoldas

Mivel f elséfokt fiiggvény, igy a megoldast f(x) = ax + b alakban keressiik. Ekkor
fR—-—x)=a(2—x)+b=—ax+ 2a+b.

A feladat feltételének megfelelden:



5f(x)+ f(2—x)=5ax+5b—ax+2a+b=4ax+ 2a+ 6b =12x + 36

Mivel ez a feltétel minden x € R-re igaz, igy helyettesitsiink be X helyére konkrét értékeket.
Ha x = 0, akkor 2a + 6b = 36. (1.)

Hax =1, akkor 4a 4+ 2a + 6b = 12 + 36, azaz 6a + 6b = 48. (2.)

Az (1.) és (2.) egyenletekbdl alkotott egyenletrendszer megoldasa a = 3, b = 5, vagyis a feladat

feltételének eleget tevo fiiggvény a kovetkezo:
fiR->Rix - 3x+5.

2. Megoldas

Helyettesitsiink X helyére 2 — x -et.

Ekkor a feladat feltétele a kovetkezOképp alakul: 5f(2 —x) + f(2 -2+ x) =12(2 —x) +
36,azaz 5f(2 —x) + f(x) = —12x + 60.

Megoldjuk az

5f(x)+ f(2—x)=12x+36 (1)
5f2—x)+ f(x) =—-12x+ 60 (2.)
egyenletekbdl alkotott egyenletrendszert.

(2.)-b6l (1.) 5-szorosét kivonva kapjuk, hogy —24f(x) = —72x — 120, melyet (-24)-gyel
osztva kapjuk, hogy f(x) = 3x + 5, ami a feladat feltételének megfelel6 els6foku fliggvény.



10. évfolyam

1. Oldjuk meg az alabbi egyenldtlenséget a valos szamok halmazén!

B-x)-x*-1D-(x+2]-2)>0
Megoldas

Készitsiink eléjeltablazatotaz f(x) =3 —x, g(x) = x> — 1, h(x) = |x + 2| —2¢ésazf-g-
h(x) fiiggvénykehez!

X<-4 | x=-4 | -4<x<-1 | x=-1]-1<x<0 | x=0 O<x<1l | x=1 1<x<3 | x=3 X>3
f(x) + + + + + + + + + 0 -
a(x) + + + 0 - - - 0 + + +
h(x) + 0 - - - 0 + + + + +
fgh(x) | + 0 - 0 + 0 - 0 + 0 -

A tablazatbol leolvashatd, hogy a szorzatfiiggvény a |—oo; 4] U |—1; 0[ U |1; 3[ intervallumon

vesz {0l pozitiv értéket, s ez az intervallum az egyenl6tlenség megoldasa.

2. Mely egész x értékek esetén lesz az f: R — R:x — 3x2 + 5x — 2 fiiggvény helyettesitési
értéke primszam?

Megoldas

Alakitsuk a masodofoku kifejezést szorzatta!

fx) =3x2+7x+2=Cx+ 1)(x+ 2).

E kifejezés értéke csak ugy lehet primszam, ha az egyik tényezo értéke 1 vagy -1, s a masik

tényez0 értéke egy primszam, vagy egy pozitiv primszam (-1)-szerese.

Ha3x +1 =1, akkorx =0,s f(0) = 2.

2 2 4
Ha3x+ 1= —1, akkor x = —g,sf(—g) =-=

Hax +2=1,akkorx = —-1,s f(—1) = —-2.



Hax + 2 = —1, akkor x = —3,s f(—3) = 8.

fgy a fiiggvény egyediil az x = 0 helyen vesz fol primszam értéket.

3. Hany megoldasa van az a + b + ¢ + d + e = 60 egyenletnek a rendezett természetes

szamotdsok (N>) halmazan, amelyekre teljesiil, hogy a > 6,b>8,¢>10,d > 12 és e > 14.
Megoldas
Mivel a, b, ¢, d és e egész szamok, igy a roluk adott feltétel atfogalmazhato Gigy, hogy
a=>7,b>9,c>11,d > 13,e = 15.
Alakitsuk at az egyenletet az alabbi modon
a@a=-7)+b-9)+(c—-11)+(d—-13)+(e—15) =5,
s vezessiik be az alabbi jeloléseket:
a-7=x,b-9=y,c-11=72d-13=uése-15=v.
Igy az eredeti egyenletiink a kovetkez6 alakot 6lti: X +y +z+u+v =5,

s eredeti feladatunk pedig a kdvetkezd kérdéssel ekvivalens: hanyféleképpen tudjuk eldallitani

az 5-t 6t természetes szam O0sszegeként.

1. Megoldas

e Az dGtismeretlenbdl az egyik értéke 5, a masik négyé 0, ami 5-féleképpen lehetséges.

e Az 6t ismeretlenbdl egyik érteke 4, egyiké 1, a masik hdromé 0, ami —— = 20-
11-1!3!

féleképpen lehetséges.

e Az 6t ismeretlenbdl egyik értéke 3, kettéé 1, kettéé 0, ami 1!_2i_2! = 30-féleképpen
lehetséges.

e Az 6t ismeretlenbdl egyik értéke 3, egyiké 2, haromé 0, ami 1!.1i_3! = 20-féleképpen
lehetséges.

e Az ot ismeretlenbdl kett6 értéke 2, egyiké 1, kettéé 0, ami > = 30-feleképpen
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lehetséges.

e Az 6t ismeretlenbdl egyik értéke 2, haromé 1, egyé 0, ami 1!_3i_1! = 20-féleképpen

lehetséges.

e Mind az 6t ismeretlen értéke 1, ami 1-féleképpen lehetséges.



Ez 6sszesen 5 +20 +30 +20 +30 +20 +1 = 126 lehetdség.

2. Megoldas

Az 6t ismeretlent négy vonallal véalasszuk el, s valasszuk mindegyik értékéiil O-t.
Amelyik értékéhez 1-et szeretnénk adni, oda irjunk egy o-t, igy a vonalak és o-k

sorrendje megadja az 6sszes lehetdséget. Példaul

X y z u Y

00 0 00

amiazx=2,y=0,z=1,u=0, v=2 lchet6ségnek felel meg.

4 vonal és 5 o lehetséges sorrendje (g) 2 = 126.

- 5!-4!

3. Hasonlosagtol eltekintve hany olyan derékszogli haromszog 1étezik, amely oldalainak
hossza cm-ben mérve egész, valamint teriiletének és keriiletének cm2-ben és cm-ben vett
mérdszama megegyezik?

Megoldas

Hasznaljuk a haromszog beirhatdo korének sugarat tartalmazo teriiletképletét, igy a feladat
feltétele az alabbi modon formalizalhato: r - s = 2s (ahol r a haromszog beirt korének sugara,

s pedig a félkertilet).
Innen s-sel leosztva (mivel s > 0) kapjuk, hogy r = 2.

Az ABC C-ben derékszogl haromszog oldalai igy AC =x + 2, BC =y + 2, AB = x +y alakban
irhatok (x,y € Z*), melyekre a Pitagorasz-tétel alapjan igaz, hogy

(x+2)?2+(@+2)2=((x+y)?
Innen 4x + 4y + 8 = 2xy
amit 2-vel leosztva, O-ra redukalva és szorzatta alakitva kapunk, hogy
x-2)y-2)=8
Mivel x és y pozitiv egészeket jeldl (s szerepiik folcserélhetd), igy azt vizsgaljuk meg, hogy
hanyféleképp tudjuk 8-at két egész szdm szorzataként eldallitani.

e hax—-2=1¢éy—2=8,akkorx=3,y=10azaz AC=5BC=12, AB=13
e hax—-2=2¢éy—-2=4, akkorx=4,y=6, azaz AC =6, BC =8, AB = 10.



4. Legfeljebb hany homoraszoge lehet egy n (n = 4) oldalt sokszognek?

Megoldas

Mivel minden n oldalu sokszog bels6 szogeinek Osszege (n — 2)-180°, ezért n — 2

homoraszoge nem lehet a sokszognek, mivel ezek Osszege 6nmagaban nagyobb (n — 2) -

180°-nal.

Megmutatjuk, hogy barmely n > 3 esetén tudunk n — 3 homortszoget tartalmazé n oldala

sokszdget konstrualni.

Egy korhoz  kiilsé  pontb6l  huzzunk
érintészakaszokat. A két érintési pont kozotti
rovidebb koriven vegylink f6l n — 3 pontot,
melyet a meglévo két érintési ponttal és a kiilsd
ponttal osszekdtve n oldali konkav sokszdget

kapunk. A koriven fOlvett n — 3 pontnal a

sokszognek homoruszogei vannak, igy valoban
barmely n > 3 esetén létezik n oldalu sokszog,

melynek n — 3 homoruszdge van.

5. Az iskolai jatékklub tanév végi sakkbajnoksagan induld lany és fiti tanulok aranya 1 : 2.
Mindenki mindenkivel pontosan egy partit jatszott, s egyik parti sem ért dontetlennel véget.
Hény fiu és hany lany indult a bajnoksagon, ha a lanyok ¢és a fiuk altal megnyert partik

szama gy aranylik egymashoz (ebben a sorrendben), mint 4 : 3?

Megoldas

Legyen a lanyok szama n, ekkor a fiuk szama 2n (ahol n € N). Lany lany ellen @ mérkdzeést

(2n-1)

Jjatszott, s itt minden mérkdzést lany nyert. Fiu fit ellen = . mérkdzést jatszott, s itt minden

mérkézést fit nyert. Lany it ellen n - 2n = 2n? mérkdzést jatszott. Az ezek koziil lany éltal

megnyertek szama legyen N (vagyis N < 2n?), vagyis a fiu 4ltal itt megnyert mérkézések szama

nn-1) 2n(2n-1)
2

2n% — N. Igy a lanyok 6sszesen + N, a fitk Gsszesen + 2n%? — N mérkdzést

nyertek. Ezek aranya



n(n—l)_I_N

2 _ 4
2n(2721— 1) Lo —N 3
2_
Ezt rendezve kapjuk, hogy N = y.

. , . 29n%-5
Mivel N < 2n? ezért % < 2n2, ahonnan

n?-51<0
Az egyenldtlenség pozitiv egész megoldasai 1, 2, 3, 4, 5.
Az 1,2, 3,4 esetén N nem egész.

Han =5, akkor N = 50. Ebben az esetben 5 lany és 10 fit volt. A lanyok 6sszesen 60 mérkozést
nyertek (a lany-lany mérkézéseknél 10-et a lany-fia mérkdzéseknél mind az 50-et). A fiuk a

maradék 45 mérkdzést nyerték, s valdban 60 : 45 =4 : 3.



11. évfolyam

1. Hany olyan pozitiv egész szam van, amely oszthatd 30-cal, s pozitiv osztdinak szama 30?

Megoldas
Mivel a szam oszthatd 30-cal, ezért primtényez6s felbontasa tartalmaz 2-6t, 3-at és 5-6t is.
Mivel a pf b p;c 2 p,li" primtényezds felbontdsu szdmok pozitiv osztéinak szama
(ki +1)-(k,+1)...-(k, +1),530 =235, ezért a keresett szamok 2%1 - 32 . 5ks
alaktak ki, ko, ks értéke (2 —1=)1, (3 — 1=)2 és (5 — 1=) 4 valamilyen sorrendben. E harom
kiilonb6z6 elem lehetséges sorrendje 3! = 6, azaz 6 ilyen tulajdonsagu szam van. (Ezek a

kovetkezok: 21 - 32 - 5%; 21 .3%.52; 22.31.5%, 22.3%.51; »4.31.52, 24 .32.51)

2. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazén!

2|x10g3x+2_27| -1

Megoldas

logzx+2_ . “ e . , . e ’ ”
2l 271 = 20 (mivel az exponenciélis fiiggvény kélcsdnosen egyértelmil)

|x!093%+2 — 27| = 0 (mivel egy szam abszolutértéke pontosan akkor 0, ha maga a szam a 0)

xlog3x+2 _ 27: O

xl093x+2 = 27 (mivel a logaritmus fiiggvény kolcsondsen egyértelmii)

logs (x!093%+2) = log,27

(logzx +2) - logzx =3

ami egy logsx-ben masodfokt egyenlet, igy logsx = 1 vagy logzx = —3, ahonnan x = 3 vagy
1

X =—.
27

Behelyettesitve megkapjuk, hogy mindkét megoldas kielégiti az eredeti egyenletet.

3. Az ABC haromszog B cstcsabol induld szogfelezoje az AC oldalt D, a C csticsabol indulo
szogfelezéje az AB oldalt E pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogyha
BE + CD = BC, akkor AEKD hurnégyszog (ahol K a haromszog birt korének
kozéppontja).
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Megoldas A

Mérjiik fel a BE tavolsagot B-bol a BC
szakaszra, a kapott pont F. Ekkor
EBKA~FBKA, hiszen BE = BF, BK
kozos oldaluk és EBK« = FBK<.

Ezért BEK< = BFK<. Hasonloan
beléathato, hogy CDK< = CFK<.

BFK<%« ¢és CFK<« 180°ra egészitik ki

egymast, igy az elézéek alapjan igaz az B A
is, hogy BEK« + CDK< = 180°.

Ekkor, ez a kiegészité szogeik Osszegére is igaz, tehat AEK< + ADK<« = 180°, amibdl
kovetkezik, hogy AEKD hirnégyszog.

4. Bizonyitsuk be, hogy az x!+ y! O0sszeg nem irhatdo fel masképpen két pozitiv szdm

faktorialisanak Gsszegeként.
Megoldas
A bizonyitést indirekt Gton végezziik.
Tételezziik fol, hogy x! + y! = a! + b! (x,y,a,b € ZF)
Legyen x = y,a = b, valamint x > a.
Ekkorx!+y!=>(a+1D)!'+1=(a+ Da!'+1=2a'+1>2a! = a!+ b!, ahonnan
x!'+y!'>al+b!
Hasonlo6an ellentmondasra jutunk akkor is, ha foltessziik, x < a.

Mivel ellentmondasra jutottunk, ezért hamis a foltevésiink, vagyis egy pozitiv egész szdm nem

irhato 16l kétféleképpen két pozitiv szdm faktoridlisanak dsszegeként.

5. Tekintsilik az alabbi egyenletet, ahol a, b, c € R:
x> +ax?+bx+c=0.

11



Mennyi a + b + ¢ maximalis értéke, ha az egyenlet harom pozitiv valéos megoldasara igaz,
hogy x; + x, + x3 =6 ésxq - x, - x3 = 8?

Megoldas

Szamtani €s mértani kozepek kozotti 6sszefiiggés alapjan:

X1+ x5 + X3

3/
3 2 xl'xz'x3

Behelyettesitve az 6sszeg €s a szorzat értékeit, az lathato, hogy a két kozép egyenlo:

6 x;+x,+x
2252%23)61'362-)63:%:2

Egyenldség esete pontosan akkor all fent, ha x; = x, = x3, ami azt jelenti, hogy

X1:x2:x3:2.

Az egyenletben szerepld polinom fdegyiitthatoja 1, mindharom gyoke 2, igy gyoktényezds

alakja a kovetkezdképpen irhat6 fel:
x3+ax?+ bx +c = (x — 2)3.
Jobb oldalt elvégezve a hatvanyozast, a megfeleld egyiitthatok egyenldségébdl
meghatarozhatok a paraméterek értékei.
x3+ax?>+bx+c=x3—6x*+12x —8
a=—-6b=12,c = -8

a + b + c értéke allando, igy maximalis értéke is —6 + 12 + (—8) = —2.

6. Adjuk meg az Osszes olyan n és k természetes szamot, amely kielégiti az (Z) =n+k

egyenletet!

Megoldas

n

Ha k = 0, akkor (O

=n+ 0, smivel n =1,igyn=1
) (o)

Ha k = 1, akkor (711

ellentmondasra vezet.

)=n+ 1, s mivel (711) =n, igy n = n + 1 egyenletet kapjuk, ami

12



Ha k = n, akkor (n) =n+n, S mivel (n) =1, igy 2n = 1, ahonnan n = 0,5, ami nem
n n
természetes szam.

Hak:n—l,akkor(nﬁ )=n+n—1,smive| (nﬁ )=n,igyn:2n—1,ahonnann:1,

1
de innen mivel k = n — 1 = 0, mar ismert esetet kapjuk.

1

n
k

) =n-+k<2n,azaz () < 2n, igy "2 < 2n.

Ha2 < k <n—2(n>4), akkor (5) < (

Utobbit n-nel leosztva (n > 0) kapjuk, hogy "T_l < 2,azazn <5.

Han =4, akkork=2,svaléban(§) =44+2=6

Han =5, akkor k=2 és k =3 esetén is ellentmondast kapunk.
Igy a feladat feltételének a k=0 és n = 1, valamint a k = 2és n = 4 szamparok tesznek eleget.

12. évfolyam

1. Adottaz x° + ( y— a)2 =a’ egyenletii kor, ahol a pozitiv valds szam. Az X tengely tetszdleges

P(x; 0) pontjan keresztiil felvessziik a kor X tengelyt6l kiillonbozo érintdjét. Ennek az érintének
a korrel vett érintési pontjat jelolje E. Adjuk meg az OPE haromszogek magassagpontjainak
halmazat, ha P befutja az x tengelyt, O pedig az origot jeldli.

Megoldas
A korhoz kiilsé pontbol huzott érintészakaszok egyenldségébdl kovetkezik, hogy OP = PE,

azaz az OPE haromszog egyenld szard. Ezért P-bdl indulé magassaga illeszkedik a KP
egyenesre, ¢s felezi az OE szakaszt (lasd abra).
Y

Ha M jeloli az OPE haromszog magassagpontjat, akkor OM parhuzamos KE-vel és OK
parhuzamos ME-vel. Figyelembe véve még, hogy OK = KE , kapjuk, hogy az OMEK négyszog
rombusz. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy P helyzetétdl fiiggetleniil az OM =a tavolsag
allandod, azaz M 4llando tavolsagra van az origdtol. Az M pontok tehat egy origd kézéppontl, a
sugaru félkoron helyezkednek el, melynek az y tengelyen talalhato végpontjai nem tartoznak a
ponthalmazhoz.

2. Az ax® +bx+c>0 egyenl6tlenség pontosan azokra a valds X értékekre teljesiil, amelyekre
1< x< 2. Mely valos x értekekre teljesiil a cx? +bx+a<0 egyenlOtlenség?

Megoldas
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A feltételbdl kovetkezik, hogy a <0, igy az ax® +bx+c>0 egyenlOtlenség ekvivalens az

b ¢ .
X2 +—X+—<0 egyenlotlenséggel. A feltétel szerint
a a

x? +EX+E<O & (x-1)(x-2)<0 < x*—3x+2<0.
a a
Kapjuk tehat, hogy b=-3a és ¢ =2a. Ezzel a masodik egyenl6tlenség

ox?+bx+a<0 < a(2x2—3x+1)<0 o 2x° —3x+1>0 < (2x-1)(x-1)>0.

. : 1
Ez utébbi egyenlétlenség pontosan akkor teljesiil, ha X < 3 vagy 1< x.

3. Egy korvonal P pontjabdl felvettiik a PA és PB harokat tgy, hogy PA=18cm és PB=12
cm. A PA hur F felezOpontjanak a PB egyenest6l mért tdvolsaga 2 cm. Mekkora a kor sugara?

Megoldas
Legyen F a PA hur felezési pontja, Q pedig az F-b6l a PB hurra bocsatott meréleges talppontja.

Jelolje T a kor kozéppontjabdl az AB hurra allitott merdleges talppontjat, y pedig az APB szoget.

Az ismert adatok alapjan siny = é . v mértékétdl fiiggden kétféle elrendezés lehetséges.

1. Ha y hegyesszog (1. dbra), akkor cosy = «ll—sinz Y= g

P

7

1. abra

Az APB haromszogre a koszinusztétel: AB2 =122+18%-2.12-18-cosy ~ 46,8, ahonnan
AB ~6,84.
Az azonos ivhez tartozé keriileti és kozépponti szogekre vonatkozo tétel értelmében
'AfB z%z15,4(0m).
2siny 5.2

9

\/ﬁ

2. Ha y tompaszdg (2. dbra), akkor cos(180°—y)=—cosy = el

APB<« =OAT <« =vy. Ha r; a kor sugara, akkor 1 =




Az APB haromszogre a koszinusztétel: AB? =12% +18% —2.12.18-cos(180°—y) ~889,2

ahonnan AB = 29,8.

Az el6z6 esethez hasonloan most is a keriileti és kozépponti szogek tételét alkalmazva kapjuk
AfB z&z67,05(cm).
2siny 5 2

9

a kor r, sugarara: 1, =

4. Mely pozitiv egész n esetén lesz az n?+19n+48 kifejezés értéke négyzetszdm (egy egész
szam neégyzete)?

Megoldas

Keressiik azokat az n és m pozitiv egész szamokat, amelyekre n? +19n+48=m?.
Annak érdekében, hogy a megfeleld algebrai atalakitasokat (teljes négyzetté kiegészités) egész
egylitthatokkal tudjuk elvégezni, szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat 4-gyel.

4n? +76n+192 = 4m?
Teljes négyzetté kiegészités €s rendezés utan
(2n+19)° —(2m)* =169,
ahonnan
(2n-2m+19)(2n+2m+19)=13° =1-169 =13-13.
Ha 2n—m+19=1, akkor 2n+m+19=169. Innen m=42, n =233, ami valoban megoldas.

A masik esetben m=0 adddna, ami pozitiv egész n esetén lehetetlen.
A feladat egyetlen megoldasa: n=33.

5. Hat darab méretre és alakra egyforma korong koziil egy piros, ketté sarga, harom kék.
Hanyféleképpen rakhatok sorba tigy, hogy ne keriiljon egymas mellé két azonos szinii korong?

Megoldas
10 megfeleld sorrend van, ami szisztematikusan fel is sorolhato, de tobbféleképpen Gssze is

szamolhato.

6. Az ABCD tetraéder négy lapjanak teriilete rendre Tx; Tg; Te; Tp, ahol az indexbe irt betii

jeloli, hogy melyik csticcsal van szemben a tekintett lap. Az A, B, C, D csticsokbol induld
testmagassagok rendre mp; Mg; Me; Mp . Bizonyitsuk be, hogy ha V a tetraéder térfogata,

akkor
(TA+Tg +Tc +Tp)-(Mp+Mg +Mc +mp ) >48-V .

(A hosszusag, teriilet és térfogat mértékegységei egymasnak megfeleloek.)

Megoldas
A megoldas soran felhasznaljuk, hogy

Elvégezve az egyenl6tlenség bal oldalan levo szorzast 16 tagot kapunk. Ebbdl (1) alapjan négy
tag 0sszege 12V . A maradék tizenkét tagot hat (TAmB; Tgm A) tipusu parba osztjuk. Becsiiljiik

alulrdl az egy parba tartozok Osszegét (1), valamint a szamtani és mértani k6zép kozotti
egyenlGtlenség alkalmazésaval.
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TATA L Tomy = T4 (T2 +73)2 . 2T,Ts —6v - ()
B B TB
Hat ilyen par van, igy a megfeleld tagok Osszege legalabb 36V . Ezt dsszevetve a megfeleld

tertiletek és magassagok szorzatdnak 0sszegével a bizonyitando allitast kapjuk.
A (2) becslés alapjan lathatd, hogy egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha a tetraéder lapjai

paronként egyenld teriiletiiek.
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